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第八章 重积分

8.4   重积分的应用

8.4.5    三重积分习题课

基本方法：化三重积分为三次积分计算。

关键步骤：(1)坐标系的选取

(2)积分顺序的选定（直角）

(3)定出积分限
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要结合被积函数、积分区域两方面的因素综
合考虑才能找到好的方案。

对积分区域要有一定的空间想象力，最好能
画出Ω的图形。如Ω的图不好画，也要画出Ω在
某坐标面上的投影区域的图形。
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1、利用直角坐标系计算三重积分。

(1)“投影法”又叫“先单后重法”

设Ω往xoy平面上的投影区域为Dxy，过Dxy内

任一点而穿过Ω内部的平行于轴的直线与Ω的边

界曲面至多两个交点，则

适用性较广，要有一定的空间想象力。
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对z积分后的结果F(x,y)作为被积函数在Dxy上作
对x、y的二重积分。
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这时再依被积函数和积分区域的特点选定
积分顺序。

“先单”的“单”选哪一个变量？

Ω往另两个坐标面上投影的情况与此类似。

依被积函数f (x,y,z)及积分区域Ω共同确定。
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设Ω夹在平面z = c1和z = c2之间，竖坐标为z
的平面(c1 ≤ z ≤ c2)截Ω所得截面记为Dz，则有
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Ω

通常选用此法时应满足：

①Dz较简单：圆、椭圆、矩形、三角形等，容易
算得其面积；

(2)“截面法”又称“先重后单法”、“切片法”。

( , , )
zD

f x y z dxdy∫∫② 易于计算

( , , ) ( )f x y z zϕ=特别当 时更好。
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2、柱面坐标系下计算三重积分
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+当被积函数形如 等 而

积分区域为旋转体或其边界曲面含圆柱面、

球面、圆锥面或在 面上的投影区域为

圆域时 可选用柱面坐标计算三重积分。

计算可分“两步走”，化为三次积分则应一次
完成。



7

3、球面坐标系下计算三重积分。
2 2 2( ) ,

,
f x y z Ω+ +当被积函数形如 时

由圆锥面等所围时 选用球面坐标计算

三重积分较好。

有的三重积分可能有多种选择：不同的坐标

系、不同的顺序积等。总结经验，选取简单
的方法。
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4、三重积分中的对称性的应用。
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Ω 1是 Ω的z≥0的部分

(1)设Ω关于平面xoy对称。

Ω若积分区域 关于平面对称，则：

( )
1

( , ,( , )+, ( )) = f x y zf x y z d dvfv
Ω Ω
∫∫∫ ∫∫∫ 对称点

1Ω Ω是 的靠近第一卦象的部分
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(2)设Ω关于原点O对称， Ω 1是Ω的z≥0 (或x ≥ 0，
或y ≥ 0) 的部分，则

( , , )f x y z dV
Ω
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(3)若Ω关于变量x,y,z具有轮换对称性，
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即若(a,b,c)∈Ω,则(b,c,a)∈Ω,(c,a,b)∈Ω则有
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1例 算 ze dv
Ω
∫∫∫

 z被积函数仅为解 的函数，

ze dv
Ω
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2π= 。

故采用＂先重后单＂法。
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2 2
12 dv

x yΩ +∫∫∫例 计算

解 ABED ACFDΩ 是以梯形 为底，以梯形

为顶的柱体。 , ACFD x梯形 所在平面过 轴

0By Cz+ =设其方程为
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: (1,0,0),
(1,1,0), (1,1,2), (2,0,0),
(2,2,0), (2,2,4)

Ω A
B C D
E F

是由六个顶点

组成的

三棱锥台。

(1,1,2) , 2 0− =C z y又因过 点 得其方程为 。
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21;0;20: ≤≤≤≤≤≤ xxyyzΩ
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其中 是由

所围成的闭区域。
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( )a 在直角坐标系下

( , , )3 把 化成三次积例 分f x y z dv
Ω
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( )b 在柱面坐标系下

2 2 2 2,z x y z x yΩ = + = +是由 所围成的

闭区域。
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( , , ) ( sin cos , sin sin , cos )ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ=F r f r r r其中

( )c 在球面坐标系下

2 2 2 2,z x y z x yΩ = + = +是由 所围成的
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